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ПРОГРАММА 
Тема 1. Неопределённый интеграл 
Первообразная. Неопределённый интеграл и его свойства. Таб-
лица интегралов. Основные методы интегрирования: замена пере-
менной; интегрирование по частям; интегрирование рациональных 
дробей, тригонометрических и иррациональных выражений. 
Тема 2. Определённый интеграл 
Задачи, приводящие к понятию определённого интеграла. Ин-
тегральная сумма. Определённый интеграл и его свойства. Формула 
Ньютона-Лейбница. Замена переменной и интегрирование по час-
тям в определённом интеграле. Несобственные интегралы. Геомет-
рические приложения определённого интеграла (вычисление пло-
щадей плоских фигур, объёмов тел и длин дуг в декартовых коор-
динатах). 
Тема 3. Функции многих переменных 
Функции многих переменных. Область определения. Предел и 
непрерывность функции двух переменных. 
Частные производные функции нескольких переменных, их гео-
метрический смысл для функции двух переменных. 
Дифференцируемость функции многих переменных. Полный 
дифференциал, его применение к приближенным вычислениям. 
Дифференцирование сложных функций, Неявные функции и их 
дифференцирование. 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Частные про-
изводные высших порядков. 
Экстремум функции многих переменных. Необходимое и доста-
точное условие экстремума. Условный экстремум. Метод Лагранжа. 
Скалярное поле. Производная по направлению. Градиент и его 
свойства. Метод наименьших квадратов. 
Тема 4. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
Основные понятия и определения. Дифференциальные уравне-
ния 1го порядка. Задача Коши. Теорема существования и единст-
венности решения задачи Коши. 
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Интегрирование дифференциальных уравнений первого поряд-
ка с разделяющимися переменными, однородных, линейных, урав-
нений Бернулли и в полных дифференциалах. 
Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. 
Формулировка теоремы существования и единственности решения 
задачи Коши. 
Линейные дифференциальные уравнения высших порядков. Свой-
ства линейного дифференциального оператора. Линейно-зависимые и 
линейно-независимые системы функций. Определитель Вронского. 
Линейные однородные дифференциальные уравнения, условие 
линейной независимости их решений. Фундаментальная система 
решений. Структура общего решения. Линейные однородные диф-
ференциальные уравнения с постоянными коэффициентами. 
Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. Струк-
тура общего решения. Метод Лагранжа вариации произвольных по-
стоянных. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с 
постоянными коэффициентами с правой частью специального вида. 
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
Т е м а 1. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
Понятие неопределённого интеграла 
Функция F(x), определённая в промежутке [a; b\ называется 
первообразной данной функции/х ' ) , если для х е \a\b\ выполнено 
равенство: 
F'(x) = f ( x ) . 
Для заданной функции / (х) её первообразная определяется неод-
нозначно. Доказано, что если F ' ( x ) - первообразная, д л я / ( * ) , то 
выражение f ( x j + c , где с - произвольное число, задаёт все воз-
можные первообразные для функции / ( * ) . 
Любая нёпрерывная на отрезке [a,ft] функция / ( х ) имеет на 
этом отрезке первообразную F ( x ) . Неопределённым интегралом 
от данной функции / (х) называется множество всех её первооб-
разных: 
\f(x)dx = F(x)+c. (F'(x) = f(x))> 
где: J - знак неопределённого интеграла, / (х) - подынтегральная 
функция, f(x}dx- подынтегральное выражение, х - переменная 
интегрирования. 
Нахождение для функции Дх) всех её первообразных называется 
её интегрированием. Интегрирование - действие обратное диффе-
ренцированию. 
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Свойства неопределённого интеграла (НИ) 
Из определения НИ непосредственно вытекают его свойства: 
1. Производная неопределенного интеграла равна подынте-
гральной функции: 
{ \ f { x ) d x ) ^ f ( x ) - ! 
2. Дифференциал НИ равен подынтегральному выражению: 
d ^ f ( x ) d x } = f(x)dx\ 
3. fo(x)dx = k$f(x)dx-, 
4. }(/ ; ( x ) f 2 ( x ) )o l x = \ f t (x)dx + j/2 {x)dx; 
5. §dF(x)=F(x)+c. 
Таблица интегралов 
1. jdx: = x + cs ; 
r x"+l 
2. \x"dx = + c(n*~\): 
3 n +1 V 7 
cdx . I , 
3. — = m x + c ; 
J x 
4. \a'dx = — + c, ( a > 0 , a ^ l ) ; \exdx = ex + c; J In a J 
5. J s i n x d ^ - c o s x + c ; 
r dx 
6. I = tgx + с ; 
JCOS X 
7. jcosx<i)c = - s i n x + c ; 
r dx 
8 . = ~c(gx + c\ J s m x 
dx 1 x _ г a l 
9. — - = — arctg— + c, J a +x a a 
10. f 
1 1 I 
, , J 
dx 
i г x - a 
dx 
2 a 
a2 -x2 2a 
dx 
x-a 
x + a 
a + x 
+ c 





X + 4 x 4 a + c; 
. x zzz ~ arcsin — + c . 
2 a 4a2 - x~ 
Справедливость этих формул проверяется дифференцированием. 
Основные методы интегрирования 
Задача: данный интеграл свести к табличным. 
Непосредственное интегрирование 
Знать таблицу интегралов, его основные свойства, уметь преоб-
разовывать алгебраические и тригонометрические выражения. 
Пример 1.. Найти интегралы: 
(x + Vx) , . 
a), j1 > dx = |(а•+ b) =a3+ 3a2b + 3ab2 + b31= 
3 
л x3 + 3x2Vx +3x2 + x 
j 1 L<b = • = X 
7 Л 
x3 +3xf ' + 3x3 + x6 
у 
dx = — x3 +3- — x6 + — x6 +c= 
11 11 13 
11 8 11 13 
6) j-
1 + cos2 X 
1 + cos 2x 
1 +cos2 x 
dx • 2
 1 + cos 2x , 
cos x = dx 
Ci+cos' x , 1 с dx 1 г, i у ч = —dx-~ — + - \dx = -(tgx + x) + c. 
2 cos x 2 J cos x 2 
Метод подведения функции под знак дифференциала 
Сознательное понимание таблицы. 
Любая формула интегрирования J / ( x ) c / x = F(x) + c сохраня-
ет свой вид, если в неё вместо независимой переменной х, подставить 
любую дифференцируемую функцию и ~и(х) 
jf (u)du = F(u) + c. 
Подведение функции под знак дифференциала состоит в том, 
что под знак дифференциала записывают функцию, дифференциал 
которой равен данному выражению. Подведение функции под знак 
дифференциала применяется для сведения интегралов к табличным, 
т.е. к виду: 
j/(u)du = F(u) + c. 
Применяя метод подведения функции под знак дифферен-
циала, найти интегралы: 
tarclgx , dx 
1 + X 
е'+с 1) J'eudu 
2) и = arctgx 
1 
3) du = d (arctgx) = jdx 
1 X 
= fearctgxd (arctgx) = earclgx + с. 
1) fu"du= + с 
} J n + l 
2)u = \nx 
dx 
xln x 
3)du-d (in x) = —dx 
J ( l n x ) 3 c / ( lnx) = 
fin x ) 2 1 
- 2 2 In x 
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Интегралы, содержащие квадратный трёхчлен 
г А,х + В, , г Л7х + В? —~ —dx и -J r , V 2 _L Av J ax +bx + с -fax2 +bx + c 
dx. 
Для сведения этих интегралов к -табличным надо в числителе 
дроби выделить дифференциал квадратного трёхчлена ах2+Ъх+с, т.е. 
слагаемое (lax+b)dx. А затем интеграл разбить на сумму двух инте-
гралов, каждый из которых - табличный (во втором интеграле квад-
ратный трёхчлен представить в виде суммы или разности квадратов). 
1) f ^ = ln J и 
и\ + с 
2) a. J 
1 и 
2 2 =-arctg- + c; 




и 1) [u"du = + с; 
' J п +1 
2) а 
. г du 1 . б. — г = In !и2-а2 2 а 
Найти интегралы: 
J x 2 + 6 x + 25 J v ' j - A v j . ^ 
+ c; 
x2 + 6 x + 25 2 J x + 6x + 25 
(x + 3) +4 2 2 1 4 4 
2. = Г У Т 2 ! ! 4 : 5 A = - 2 f K ^ x + 3 P ( - 2 X + 2 ) ^ -
Ч^хГ+2х + 3 J 4-х2 + 2x+3 
f. - 4 \ / - ? + 2 x + 3 - arcsin -—-+c. 
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ч ( 2 j c + 6 )dx 79x46x72 J y/9x2 +6x +2 
-(l8x + 6)-- + 6 , 
9 3 ^ = _ J(9jc2 + 6 j + 2)2 (18x2 + 6 )dx + 
16 f d ( 3 x + l) J l ^ + 6 x + 2 + -1п1зх + 1 + У9хг+6х + 2 
9 S p x + l)2+\ 9 9 1 
+ c. 
Метод подстановки (замена переменной) 
Этот способ часто полезен в тех случаях, когда интеграл 
| / ( х ) й ? х не может быть непосредственно преобразован к таблич-
ным. Полагая x = (p(t), где t - новая переменная, а функция $>(/) 
имеет непрерывную производную. 
Тогда / ( х ) = /(<р(0Х ^ = <p\t)dx и 
- формула замены переменной в неопределенном интеграле. 
Замечание. Иногда целесообразно применить обратную подста-
новку: / = (р(х), dt~(p \x)dx. 
Формула доказывается дифференцированием обеих её частей. 
Удачная подстановка позволяет упростить исходный интеграл, све-
дя его к табличным. Однако даже в тех случаях, когда метод под-
становки не приводит исходный интеграл к табличному, он часто 
позволяет упростить подынтегральную функцию и тем самым об-




t = ex ; dx = 
dt 
dt = exdx = tdx\ 
- arctgt + c = arctgex + c. 
h 
dt _ r dt 
J / 4 1 
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2. = 
х In х 
l + lnx = f 2 
— dx = 2 tdt 
x 
Inx = t2 - 1 
t2-l t2-l 
= 2 \dt+[ 
dt 
t 2 - i , 
1 
/ + - l n 
2 
2л/Г+1пх + 1п 
л/l + lnx +1 
= 2 
Vl + l n x - 1 
/ - 1 
t+\ 
t = л/l + lnx 
Vl + In x - 1 
+ с = 2л/1 + 1пх + lnjln x\ 
+ c. 
Замечание. Чаще метод подстановки применяется при интегри-
ровании иррациональных выражений. 
e2'dx 
Ч, ех + 1 
e"+\ = t* 
exdx = At3dt 
ех =t4-\ 
M4-l)4t3dt f / s .. 
= 1 = 4 j ( / e - f l ) A = 4 
( f ^ 
— + — 
7 3 
e* + l 1 
+ _ 
7 3 
Интегрирование no частям 
Пусть u = u(x) и v = v(x) - непрерывно дифференцируемые 
функции. 
Известно, что d (itv) = vdu + udv, => udv = d(wv) - vdu . 
Интегрируя последнее соотношение, получим: 
udv = uv- vdu 
- формула интегрирования no частям для неопределённого ин-
теграла 
Применение метода интегрирования по частям целесообразно в 
том случае, когда интеграл в правой части окажется более простым 
для вычисления, чем исходный интеграл. 
11 
При его применении подынтегральное выражение данного ин-
теграла разбивается на два сомножителя ( м и dv). При переходе к 
правой части формулы первый из них дифференцируется 
(du = u'dx); второй интегрируется ( v = jc/vj, (если дифференци-
рование существенно упростит один множитель, при условии, что 
интегрирование не слишком усложнит другой). 
Некоторые классы интегралов, которые удобно брать по частям: 
1. jx"exdx, Jx" sin xdx, Jx" cos xdx (и = x") 
2. Jx" In xdx, Jx" arcsin xdx, Jx"arctgxc&. 
За и в этом случае принимаются логарифмическая или обратная 
тригонометрическая функция. 
3. Круговые или циклические интегралы. 
jV sin xdx, ja" cos xdx, Jcos In xdx. Выбор и и dv равносилен. 
Найти интегралы: 
и - artgx du • 
dv - dx 
1. jarctgxd!x -
1 
1 + x2 
V = X 
-dx 
= xarctgx - J 
xdx 
i+7 
= xarctgx — In (l + x2) + c. 
Иногда полезно повторить интегрирование по частям. 
"2 du- 2 xdx 
2. Jx2 cosxafx = 
u-x 
= x2 sin x - 2 Jx sin xdx 
cos xdx - dv V = Jcos xdx = sin x 
и = x du = dx 
du~s\nxdx v = - c o s x 
= x2 sin x + 2x cos x - 2 sin x + c. 
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Интегрирование рациональных дробей 
Рациональной дробью называется отношение двух многочле-
Рт(х) 
нов: . Если т<п, то рациональная дробь правильная; если 
Qn(x) 
т < п - неправильная. 
Если дробь неправильная, надо выделить целую часть, разде-
лить числитель на знаменатель, т.е. неправильную дробь предста-
вить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби. 
х4-х3+1 х2 +х — 2 
х4 +хъ ~2х2 х
2 -2х +4 
-2х3+2х2+1 
-2х"-2х2+4х 
4х2-4Х + 1 
4х2 + 4х - 8 
-8х + 9, => неправильная дробь 
х2 - 2 х - 2 v ' х2 + х-2 
Простейшие рациональные дроби 
L
 Л . 2 А . Mxx + Nx , t M2X + N2 
'х-а' ' ( х - а ) 2 ' 'ax2+bx + c' '(ax2+bx + cf 
Квадратный трёхчлен ахг +Ьх + с не имеет действительных 
корней. 
Разложение правильной рациональной дроби на простейшие: 
Рт(х) 
Теорема. Каждая правильная рациональная дробь ——-, 
Qn(x) 
(т<п) может быть представлена в виде суммы конечного числа 
простейших дробей. 
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Это разложение связано с разложением знаменателя дроби на 
множители: 
а) Каждому линейному множителю знаменателя (х - а)к соответ-
ствует к простейших дробей вида (1), (2), числитель которых - не-
определённые коэффициенты, а знаменатель - целые положитель-
ные степени двучлена (х - а), начиная со степени к и кончая первой; 
б) Каждому квадратному множителю (х2 + px + q} соответст-
вует к простейших дробей вида (3), (4),числитель которых - много-
член первой степени, с неопределёнными коэффициентами, а зна-
менатель - положительные степени трёхчлена (х2 + рх + q^j, начи-
ная со степени к и кончая первой. Итак, для интегрирования 
рациональных дробей надо: 
1. Установить, является ли данная рациональная дробь правиль-
ной или неправильной. Если она неправильная, выделить целую 
часть. 
2. Проинтегрировать целую часть и правильную дробь. Для ин-
тегрирования правильной дроби необходимо: 
3. Разложить знаменатель дроби на множители. 
a. Представить дробь в виде суммы простейших дробей с неопре-
делёнными коэффициентами. 
b. Найти коэффициенты. 
c. Проинтегрировать простейшие дроби. 
Найти интегралы 
1. f Х—^—dx. 
J х + 2х + х 
х - 2 
Решение. / ( * ) = — ; " правильная рациональная 
х +2х +х 
дробь, следовательно, её можно, разложить на простейшие: 
х - 2 _ х - 2 _А В С 
х3 + 2х2 + х х ( х + 1)2 х (х + 1)2 х + Г 
Неопределённые коэффициенты разложения находят методом 
неопределённых коэффициентов или методом частных значений. 
Используем метод неопределённых коэффициентов: 
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Вх С(",)г _ Ах2 4-2Лх + Л + Вх + Сх2 + Сх , 
xJ +2х2 + х х (х + 1)' х + 1 x(x + l)2 
Ах2 + 2Ах + А + Вх + Сх2 + Сх = х - 2. 
Многочлены равны, если равны все коэффициенты при оди-
наковых степенях х\ 
А + С = 0 А = - 2 
2А + В + С = 1 => С = 2 
А = -2 В = 3 
f (л: - 2) dx х2 +2х2 - f x 
. rdx „ г ах _ г а х 
= - 2 — + 3 г- + 2 = 
X + JX + 1 
dx dx 
(x  l У 
2 In Ixl + 21n|x + l| + c = 21n 
1 1 x + l 1 1 
x + l 
x + l 
- + c. 
Ч -
X3 +x 2 - 5 
x3 - 8 
dx. 
Решение, f (x) = 
x3 +x 2 - 5 
x3 - 8 
неправильная рациональная 
дробь, выделяем целую часть: 
х3 + х2 - 5 _ (*3 ~8 ) + х2 + 3 ^ | х 2 + 3 
х3 - 8 х3 - 8 х3 - 8 
х2 + 3 
Интегрируем правильную дробь 
х3 - 8 
дроби: 
х2 + 3 х2 + 3 
, разложив ее на простеишие 
А Вх + С + -
- 8 ( х - 2 ) ( х 2 + 2 х + 4) х - 2 х 2 + 2 х + 4 ' 
(А + В)х2 +(2А-2В + С)х + 4А-2С = х2 +3 . 
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А + В = 1 
2А-2В + С = 0 
4А-2С = 3 
Решая систему, получим 
А = — ; В = —; С = -—; 
12 12 3 
глг3 + х2 - 5 7 г dx l r 5 х - 4 
dx = f dx + — f + — f 
J i? J v _ ? i ? J 
-   I— dx = 
x3 - 8 J 12 Jx-2 l2Jx2 + 2x + 4 
-2(2X + 2)-9 
x + — I n x-2 +— dx = 
12 1 1 1 7 j г 12 J x + 2x + 4 
= x + 
12 1 1 / 2 4 J x 2 + 2 X + 4 4 j , 
dx 
2x  4 + 
7 5 i i 
= x + — I n |x - 2| + — I n X2 + 2x + 4 -
12 1 1 24 1 1 
V3 x +1 
arctg—j=- + c. 
4 V3 
Интегрирование тригонометрических выражений 
Так как любое тригонометрическое выражение можно записать 
только через sinx и cosx, то получим интеграл рационально завися-
щий от sinx и cosx: Ji? (sin х, cosх)dx(*) . 
Этот интеграл всегда сводится к интегралу от рациональной 
функции относительно новой переменной с помощью подстановки 
tg — - t , тогда 
sin х = -
2 tg- : 
1 + tg2 
21 
1 + t2 




2_1 -t2 , 2 dt 
\ + t 
-; dx = 
1 + t2 
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Пример. Найти интеграл 








1 + t2 
2 dt 
1 + t2 
J d t ( y f ] r d t 
Jf-1 In л = In tg- + c. 
Универсальная подстановка всегда позволяет вычислить инте-
грал (*), однако её используют очень редко, так как она часто при-
водит к интегрированию громоздких рациональных дробей. Она 
используется в тех случаях, когда другие подстановки применять 
нельзя. 
Частные случаи: 
1) Интеграл вида: J(sin х)" (cosх)" dx. 
а). Если один из показателей т или п - целое положительное нечёт-
ное число, второй любой то подстановка sinx = ?, 
cosxdx = d(sinx) = dt или (cosx - t-smxdt - dt) быстрее 
приводит к цели. 
Пример. 
г cos5 х f ( l - s i n 2 x ) 2 d(smx) f l - 2 s i n 2 x + s i n 4 x , . ч 
h / = = J — 7 = = J / = = Л sinx Vsi mx 
= j(s inx) 2 d ( s i n x ) - 2 j(sinx)2 c/(sinx) +J(s inx) 2 d(sinx) = 




4 . 2 . 
+ c. 2-—sin 2 x +—sin4 x 
, 5 9 у 
б). Оба показателя т и п - целые положительные чётные, тогда ис-
пользуют формулы: 
sin2x . , l - c o s 2 x , l + cos2x 
smxcosx = ; sin x = ; cos x = . 
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Пример. 
jsin4 хcos*xdx = — j(sin 2x)4 dx = — if -——S — I dx = 
16 





r 1 + cos 8x , 4x+ | dx J 9 
1 f sin 4x 1 1 . о 1 1 — x +—x +—sm8x \ + c = — 
641 2 2 16 J 64 
гЪх sin4x 1 . „ ^ h—sin»x \ + c. 
2 2 1 6 J 
в). Оба показателя чётные целые, но хотя бы один из них отрицатель-
ный, тогда используется подстановка tgx = t или с помощью 
тригонометрических преобразований. 
Пример. 
Ь dx sin4 X 
Г3 Г 





1 + r 
h*(\+t2) J t* л ; 
l - +—- + c = c-ctgx Ctg X. 
- 3 - 1 3 
С помощью тригонометрических преобразований: 
J"~7~ = jcos e°lx'cos ecl)c - ~ J(l + clg2x)cl (ctgx) = -ctgx - + c-
г). Иногда удобно ввести тригонометрическую единицу: 
г dx rsm 
j cin Y Y j <51 
2 X + cos2 X с sin xdx r 
i fe= I — + j -
« mc Y J ci sin x cos" x smxcos 3 x 
= - f(cos x ) 3 d (cos x) + 2 f— 
J J oi 
dx 
dx 
cos x •'sinxcosx 
1 
sin2x 2 cos x 
+ In (gx + c. 




' sin3 x 
dx = 
judv — uv - jvdu 
dv = 
и = cos x 
cos xdx 
du = -sinxdx 
з , . - 1 
sin3 x 
- c o s x 1 г dx 
2sin x 2 J s i n x 
•=c~-
v = J ( s i nx ) г d s i n x 
c o s x 1 
2 sin x 




2). Интегралы вида: 
j s inmxcosnxdx , m*n 
Jcos mx cos nxdx, преобразуются по формулам: 
Jsin mx sin nxdx, 
1 г 
sin mx cos nxdx = — [sin (m + n) x + sin (m - n) xJ, 
cos mx cos nxdx = "~[cos (m + n)x + cos (m - n) x ] , 
sin mx sin nx = ^[cos (m-n)x + Cos (m + n) x ] . 
Пример. 
Jsin 3xcox5xdx = — J (s in8x-s in2x)<& = - y ^ c o s 8 x + ^-cos2x + c. 
3). Интегралы вида: jtg"xdx, jctg"xdx, (n e N,n Ф l ) приводят-
ся к табличным следующим образом: выделяется fg 2x = sec2 х - 1 . 
Затем интеграл разбивают на сумму двух интегралов (первый - сте-
пенной, а второй j(tgx)' 2 dx , с ним поступают так же). 
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Пример. 
jVg5x<ft= jVg3x(sec2 х-1)сйс = ^tg^xditgx)- fyg3xdx = 
= Jrgx(sec2 x- l )c6c = ~ - l n | cosx j + c. 
4). Jsec" xdx^ Jcosec"x<&: j , если n - чётное целое положительное 
число, тогда sec2 xdx = d (tgx), а оставшаяся чётная степень 
secx заменяют через tgx. (sec2 x = 1 + tg2x) . 
Пример. 
Jsec6 xdx = J(l + tg2x)2 aftgx = J(l + 2 tg2x + tg4x)d(tgx) = 
2 , 1 , 
-tgx +—tg x + —tg x + c. 
Интегрирование иррациональных выражений 
Алгебраическая функция, не являющаяся рациональной называ-
ется иррациональной. 
Не от всякой иррациональной функции интеграл выражается 
через элементарные функции. 
Рассмотрим иррациональные функции интегралы от которых с 
помощью подстановок приводятся к интегралам от рациональной 
функции. 
1. Интегрирование простейших иррациональностей. 
( т г\ 
х,х",...,Xs \dx сводится к интегралу рацио-
нальной функции подстановкой х = tk, где к - общий знаменатель 
т г 






х4+1 dx = 4t
3dt\ > t3+1 1 /3+1 
Л 
\ i V + l , 3 3 1 1 1 I 
x3 - I n 
r \ 
X +1 
6). р ? ^ х , ( а х + б)" ,...,(ax + b)s Jdx сводится к интегралу от ра-
циональной функции подстановкой ( а х + 6) = /*, где А>общий зна-
менатель дробных показателей. 
xdx 
Пример-. J-
х + 9 = t6 
dx = 6tbdt 
_ M6-9)6tsdt 
" J / 8 - 3 /5 \х + 9)/з -3(Х + 9)а 
= 6 j l L l l H L ^ f = 6 J(f3 + з ) л = 18/ + с = |f = Vx + 9 
t 3 2 
= | ^ / ( x + 9)4 +18Vx + 9 + c. 
0 p ? 
r\ 
x, 
ax + b 
cx + d 
ax + b 
cx + d 
dx сводится к интегралу от 
a x + 6 * 
рациональной функции подстановкой = t , к - общии знаме-
cx + d 




I ,6 (,>_,)'"5 + c = 
4 + x 
Т е м а 2 . ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
Вычисление определённого интеграла 
а). Формула Нъютона-Лейбнца. 
Теорема. Если/х)- непрерывна на \а,Ь\ то 
(1 ) [ f { x ) d x = F{b)-F{a), 
где F ( x ) -любая первообразная для функции / ( х ) на [<з;б]. 
Пример 1. Вычислить определённый интеграл 
•т п я я ( . 2 
j*' ig'xdx = | ' ( sec 2 x- l ) tgxdx = tgxd (tgx) -J* tgxdx = + In |cos x\ 
1 — In 2 
1 + 1 . Д 
2 2 
(0 + lnl): 
б). Замена переменной в определённом интеграле. 
Теорема. Если функция / ( х ) непрерывна на [а; 6] , а функция 
x = cp(t) непрерывно дифференцируема на [с; с/] и <р(с) = а, 
<p(d) = b, a<(p(t)<b, то 
(2) [ f ( x ) d x = ( f ( c p { t ) y ( t ) d t , 
- формула замены переменной в определённом интеграле. 
Пример 2. Вычислить определенный интеграл. 
2х + 1 = ?2 х = 0, t2 = 1, t = 1 
d x 1 - 1 ) x = 4, t2 =9, t = 3 = | Г 1 + \/2x +1 
Л 1+/ H 
= (3 - In 4) - (l - In 2) = 2 - In 2 . 
2 
dx = tafr 
•з tdt_ 
+t 
dt = f - ln( f + l)|' 
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в). Интегрирование по частям в определённом интеграле. 
Теорема. Если функции и = и(х) и v = v(x) - непрерывно 
дифференцируемые на \a,b\ то (3) £ udv - uv\ - ^vdu - формула 
интегрирования по частям в определённом интеграле. 
Пример 3. 
и - arctgx, dv - xdx 
xarctgxdx • 
du = * _ dx, v — —— 
1 + x 2 
- arctgx 
1 ! . ( * 2 + l ) - l 
о 2 -ь 1 + X 
dx = 
/ 2 N x arctgx x arctgx 
y~~2 2+~T~, 
1 n 1 n _ n 1 
2 - T ~ 2 + 4~~2' 
Приложение определённого интеграла 
а). Вычисление площадей плоских фигур. 
Площадь криволинейной трапеции, 
ограничена прямыми х = а, х = Ъ, {а < Ь), 
осью ох и непрерывной кривой 
y = f(x),(y>Q). 
Вычисляется по формуле 
(4) S = f(x)dx 
Пример 4. Найти площадь области, ограниченной линиями 
ху = 4; х+у=5 
Рис. 1 
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Решение: Построим область S (рис.4) и найдём абсциссы точек 
пересечения А, В\ 
J ху = 4 
\х + у = 5 
у-5-х 
х2 - 5х +4 = 0 
х, =1; х2 = 4, тогда S - J4 5 • dx = X у 
f X2 ^ 
5х--—41пх 
2 
7 - - 8 1 п 2 е д 2 . 
2 
Пример 5. Найти площадь области, ограниченной линиями 
у2 = 2х + 1;х-у = 1. 
Решение: Построим область S (рис.2) и найдём ординаты точек 
пересечения А, В: 
fy2 =2х + 1 х = у +1 
\ JC — ̂  = 1 у2=2(у + 1) + 1 
у1 -2y-3 = Q, yt=-\, у2 = 3. 1 
f ..2 У 3 у 
2 2 6 
3 Л 





„ f dx 1 
Пример: I — = — J-t v2 v = —2, чего не может быть, так как инте-
грал от положительной функции должен быть положительным. 
Ошибка от незаконного применения формулы Ньютона-Лейбница. 
Действительно, / ( • * ) = - у ПРИ не является непрерывной 
( х 0 е [ - 1 ; 1 ] ) . 
Понятие определённого интеграла дано для конечного отрезка 
\a ,b \ и непрерывной на нём функции / ( * ) • Оно теряет смысл, 
если интервал интегрирования бесконечен или функция в интервале 
интегрирования имеет точки разрыва 2го рода. 
Интеграл называется несобственным, если функция / ( - * ) не ог-
раничена на \a\b\, или неограниченна сама область интегрирования. 
Интегралы с бесконечными пределами (I рода) 
Если J{x) непрерывна, 
а < х < оо, то по определению 
[ f ( x ) d x = \im[f{x)dx 
(3.1) 
Если существует конечный предел в правой части формулы 
(З.1.), то несобственный интеграл называется сходящимся, если же 
этот предел бесконечен, или не существует, то - расходящимся и 
значения не имеет. 
Аналогично определяются интегралы: 
j* / ( x ) d x = lim и 
f(x)dx = Hm £ f(x)dx + lim J* f(x)dx 
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Если оба предела в правой части конечны, то интеграл называет-
ся сходящимся, если же хо/ия бы один ш них бесконечный или не 
существует, то -расходящимся. 
Итак, несобственные интегралы с бесконечными пределами -
пределы определённых интегралов с переменными верхними или 
нижними пределами при стремлении этих пределов к бесконечности. 
Вычислить несобственные интегралы, или установить их расхо-
димость: 
1) Г - 4 _ = К т Г - 4 - = Ш п = 
х\п2 х 4->с0 А xln X 
1:=> 
lnx 
"->" I In X 
интеграл сходится и его значение равно 1. 
2 ) £ . 7 7 7 = И т f = lim 3 Щ а = 3 lim ( ^ - = •у X О->-0О <7-»-<Х! й->-00 
интеграл расходится и значений не имеет, 
3) f cosxa !x= l im [ Q o s x a ^ l i m s i n x f = lim sin £ ' Jb b—>oo Jb A—>ao 'О />~»co 
- предел не существует => интеграл расходится. 
Интегралы от неограниченных функций (П рода) 
Рассмотрим функции с бесконечными разрывами на отрезке [а; 2>]. 
Пусть функция / (х ) непрерывна 
-v-x е в точке х = b - разрыв 2го рода, 
т.е. lim / (х) = со, то по определению 
у" / 
!е 
а Д {/(*)*=м fVw&.o) 
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Если этот предел существует и конечен, то несобственный инте-
грал называется сходящимся, а если он не существует или равен бес-
конечности, то интеграл называется расходящимся. 
Аналогично определяются интегралы: 
а) / ( х ) - непрерывна -v-x е (a; b], 
lim / ( х ) = оо , то по определению 
£ / ( x ) < & = l im£+ f(x)dx.{ 2) 
а а+6 
б) f(x) терпит разрыв 2го рода в точке 
х=с, (а<с<Ъ). Тогда по определению: (3) 
£ f ( x ) d x = 
= lim f lim £ 
s и 8 стремятся к нулю произвольно, 
независимо друг от друга. 
Если хотя бы один из пределов правой части (3) бесконечен, или 
не существует, то интеграл называется расходящимся и значения не 
имеет, в противном случае - сходящимся. 
Вычислить несобственные интегралы или установить их расхо-
димость: 
dx непрерывная-V-x е [0;1), 
а х -1 - точка разрыва II рода 
= lim f 
е >0 Л) 
dx 
1 Е . \ 71 - lim (arcsin х) = lim (arcsin (!-£•)- arcsin 0) = — 
n интеграл сходится и его значение равно — 
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2>r dx (x-iy 
f (x) = ——-2- - непрерывна в интервале 
(дс-1) 
[0;2], кроме х - 1 - точка разрыва II рода 
г1-* dx .. & dx lim I г + lim I JO l„ iV cr->oJl+ £-+0 
+ lim 
1 





2 ^ / '1 \ 1 
= lim - 1 + lim = 00 + 00 
1+<г , сг->о\ tr-̂ Ô  V ) 
=> интеграл расходится. 
б). Геометрический смысл несобственного интеграла от неог-
раниченных функции. 
Если несобственные интегралы II рода сходятся, то они опреде-
ляют площадь криволинейной трапеции с бесконечной высотой. 
Т е м а 3 . ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
На практике часто приходится рассматривать величины, значе-
ния которых зависят от нескольких изменяющихся независимо друг 
от друга переменных. Для изучения таких величин вводят понятие 
функции нескольких переменных. 
Основные понятия 
Определение. Переменная и называется функцией п перемен-
ных хj, х2, ...х„, если каждой системе значений (х/, xj, ...х„) из области 
их изменения соответствует одно вполне определённое значение 
величины м(м = f ( x } , х2 , . . .х„)). 
1. Функция полезности и = / ( х 1 ? х2 , . . .хп) - функция, выра-
жающая полезность от п приобретённых товаров. 
2.Производственная функция и = / ( х , , х2,...х„) - функция, 
выражающая результат производственной деятельности от обусло-
вивших его факторов. X/, Х2, ...Х„. 
Рассмотрим функцию двух переменных (п=2), практически все 
понятия и теоремы, сформулированные для п=2, легко переносятся 
на случай п>2. Рассмотрение функций двух переменных позволяет 
использовать геометрическую иллюстрацию основных понятий. 
Определение. Переменная Z называется функцией двух пере-
менных х и у, если каждой паре допустимых значений х и у соот-
ветствует единственное значение Z. 
Обозначение: Z - f ( x , y ) , 
х, у - независимое переменные (аргументы); 
Z - зависимая переменная (функция). 
Геометрическим изображением функции Z=f(x,y) является неко-
торая поверхность в пространстве, а проекция этой поверхности на 
плоскость ХОУ является областью определения функции - Оф. Это 
может быть вся плоскость или её часть, ограниченная линиями. Ли-
нии, ограничивающие область D, называют её границей. 
Точки, не лежащие на границе, но принадлежащие области, на-
зываются внутренними точками этой области. 
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Область, состоящая только из внутренних точек, называется от-
крытой. Если же в область входят точки, принадлежащие границе, 
она называется замкнутой. 
Еф - множество значений функции Z ~f(x, у). 
Частное значение функции при х = Хо, у = уо - f(xo, уо) - число, 
функция Z = f(x, у) может быть задана таблицей, аналитически, 
графиком. Чаще используется аналитический способ - формулой. 
Пример 1. Найти область определения функции 
Z = ^25-I6x2 -9у2. 
Решение. Данная функция определена лишь для неотрица-
тельных значений подкоренного выражения, т.е. для тех значений х, 




1. Частные производные первого порядка и их геометрический 
смысл. 
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Пусть задана функция Z=f(x;y). Так как хну- независимые пе-
ременные, то одна из них может изменяться, другая сохранять своё 
значение. Дадим независимой переменной х приращение Ах, со-
храняя значение у неизменным. Тогда z получит приращение, кото-
рое называется частным приращением Zпо х и обозначается A t Z : 
Аналогично получаем частное приращение по у: 
AyZ = f(x,y + Ay)-f(x,y). 
Полное приращение AZ определяется равенством: 
AZ = / ( х + Ах,у + Ay) - f ( x , у). 
Определение. Если существует предел 
A Z / ( х + Д х ) - / ( х ) 
lim = lim —^ ' 7 w , 
Л*->0 Ах Дх 
то он называется частной производной функции Z=f(x;y) в точке 
М(х,у) по переменной х и обозначается одним из символов: 
, f, 8Z 8f 
дх дх 
Частные производные по х в точке Мо(хо,уо) - число: 
Л(хо>Уо)> f'JMо-
Таким образом, частная производная функции нескольких пе-
ременных определяется как производная функция одной из этих 
переменных при условии постоянства значений остальных незави-
симых переменных. Поэтому частные производные функции f(x,y) 
находят по формулам и правилам вычисления производных функ-
ций одной переменной. 
Пример. Найти частные производственные функции 
= 5tg4(e* + y3). ] -е\ 





-5 tg«(e*+/). \ -Зу V — + у ) cos 
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Итак, все формулы и правила нахождения производной функ-
ции одного переменного без изменений переносятся на функции 
нескольких переменных. 
Полный дифференциал функции нескольких переменных 
Если полное приращение AZ функции z = /(x;>>) в точке 
М(х;у) можно представить в виде: 
дх ду 
где р = л/Лх2 + Ду2 ; а(Ах.Ау) - бесконечно малая функция 
Дх и Ау при р—>0, то функция Z=f(x;y), называется дифферен-
т а х ; у) dz(x-,y) 
цируемой в точке М(х;у), а выражение — - Л х - f — Ау 
дх ду 
называется полным дифференциалом функции Z-f(x;y) в точке 
М(х;у'), так как Лх = dx, Ay = dy , получим 
, dz , dz , 
dz =—dx +—ay 
дх dy 
формула вычисления дифференциала функции Z-f(x;y). Эта форму-
ла справедлива и для функции п переменных (п>2). 
Например, при и=3, u=f(x,y,z) имеем: 
ди . ди , ди , 
du= — dx +—dy +—dz. 
дх ду dz 
Формула (1) может быть записана в виде dz = dxz + d z 
где dxz ~—dx, d z = —dy - частные дифференциалы функции 
дх ду 
Z=f(x;y). 
Пример. Найти дифференциал функции и - х^, х>0, в произ-
водной точке М(х;у) и в точке А/«(2; 1 ;4). 
, ди , ди , ди , Решение, du = — dx Н dy Н dz. 
дх ду dz 
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ди 
— = yz 
дх 
— = x^z • ( i n x ) z , — = xyz ( i n x ) у 
ду x ' dz v 
тогда du = zxyz ^dx + x*2 (in x) zdx + x*7 (in x) ydz . 
Заменяя в последнем выражении x,y,z их значениями в точке 
М0(2,1,4), получим 
du (2,1,4) = 16 (2dx + 4 In 2dy + In 2dz). 
Теоремы и соответствующие формулы для дифференциалов 
арифметических действий, установленные для функций одной пе-
ременной, остаются справедливыми и для функций п переменных х. 
Частные производные высших порядков 
го порядка - функции двух переменных 




( x , j ) e D . Эти функции могут иметь частные производные, кото-
рые называются частными производными второго порядка: 








ду v дх 
d(dZ_ 
ду\ду 










ду2 = г„ = ГЛ*,у). 




r d 2 Z x 
дх1 
d3z д Z 
дх ду дхдудх' 
д_ 
дх 





Частная производная второго и более высокого порядка, взятая 
по различным переменным, называется смешанной частной произ-
водной. 
Пример. Показать, что функция Z = sin2 (}> - ах) удовлетворя-





= 2s in (> ' -ax )cos ( i y-ax) = sin 2 ( у - а х ) , 
= 2cos2 ( у - а х ) , 
t 
= 2 sin (у -ах) cos ( у - ах) (-а) = -asin2(y-ax), 
ду2 
<3Z 
дх и л y-const 
d2Z „ , ч a2d1Z d2Z = 2a2 c o s 2 ( у - а х ) => 
дх2 к ' ду2 дх2 ' 
Пример 2. Найти частные производные второго порядка функ-
ции Z = х3 + ху2 - 5ху3 + у5. 
Решение: 
3Z _ 2 2 . з d2Z -
дх дх 
- = 2ху-\5ху2+5у4; = 30x^ + 2 0 / , 
ду ду 




. Этот результат не случаен. 
Теорема. Если частные производные высшего порядка непре-
рывны, то смешанные производные одного порядка, отличающиеся 
лишь порядком дифференцирования, равны между собой. 
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Экстремум функции двух переменных 
Основные определения. Пусть функция Z=f(x,y) определена в 
некоторой области D, точка N(x0y(i,) eD. 
Точка (Хо,Уо) называется точкой максимума (минимума) функ-
ции Z=f(x,y), если существует такая 5-окрестность точки (хо,уо), что 
для каждой точки (х,_у), отличной от (хо,уо), из этой окрестности вы-
полняется неравенство. 
/ О , У) < Я * о, У о) ( f i x , у) > /(*„ >Уо) )• 
Значение функции в точке максимума (минимума) называется 
максимумом (минимумом) функции. Максимум и минимум функ-
ции называют её экстремумами. 
Замечание. В силу определения, точка экстремума функции лежит 
внутри области определения функции; максимум и минимум имеют 
локальный характер: значение функции в точке (xfty0) сравнивается с её 
значениями в точках, достаточно близких к (хаУо). В области D функция 
может иметь несколько экстремумов или не иметь ни одного. 
Необходимые и достаточные условия экстремума 
Рассмотрим условия существования экстремума. 
Теорема 1. (необходимое условие экстремума). Если в точке 
N(x0 ,у0) дифференцируемая функция Z=f(x, у) имеет экстремум, то 
её частные производные в этой точке равны нулю: 
Геометрические равенства f'x (х0; у0) = 0 и f (х0; у0) = 0 оз-
начают, что в точке экстремума функции z=f(x,y) касательная плос-
кость к поверхности, изображающей функцию f(x,y), параллельна 
плоскости Оху, т.к. уравнение касательной плоскости 
= л ( х о > у о ) ( х - х о ) + / у ( х о > у о ) ( у - у о ) принимает вид z=z0. 
Замечание: Функция может иметь экстремум в точках, где 
хотя бы одна из частных производных не существует. 
Пример. Функция z = 1 - -Jx2 + у2 имеет максимум в точке 
0(0,0), но не имеет в этой точке частных производных. 
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Точка, в которой частные производные первого порядка функ-
ции Z=f(x,y) равны нулю, т.е. f'x = 0 , f'y~ 0 , называется стацио-
нарной точкой функции Z =f(x, у). 
Стационарные точки и точки, в которых хотя бы одна частная 
не существует, называются критическими точками. 
В критических точках функция может иметь экстремум, а может 
и не иметь. Равенство нулю частных производных является необхо-
димым, но не достаточным условием существования экстремума. 
Пример. Функция Z = ху. Для неё точка 0(0, 0) - критическая 
точка, так как Z'x =у и Z'y =х обращаются в нуль в этой точке. Одна-
ко экстремума в ней функция Z ~ ху не имеет по определению: в дос-
таточно малой окрестности точки 0(0,0) найдутся точки для которых 
Z > 0 (точки I и III четвертей) и Z < 0 (точки II и IV четвертей). 
Таким образом, для нахождения экстремумов функции в данной 
области необходимо каждую критическую точку функций исследо-
вать на экстремум. 
Теорема 2. (достаточное условие экстремума).Пусть в стацио-
нарной точке (x0,yQ) и некоторой её окрестности функция f(x,y) 
имеет непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно. Вычислим в точке (х 0 ,у 0 ) значения 
А = /£(хо>Уо)> В = . - O W o X C = f;y(x0,y0). 
А В 




1) если А>0, то функция f(x,y) в точке (х0,у0) имеет экстремум: 
максимум, если Л<0;минимум, если А>0; 
2) если Л<0, то функция f(x,y) в точке (х0,у0) экстремума не 
имеет. 
3) если А=0 экстремум в точке (х0 ,у0) может быть, может не 
быть. Необходимы дополнительные исследования. 
Исследование функции z=f(x,y) на экстремуме проводится по 
схеме: 
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1)Найти область определения функции. 
„м, ~ , dz dz 2)Наити частные производные функции — и — 
дх ду 






и наити критические точки 
- О 
функции. 
4)Найти частные производные второго порядка, вычислить их зна-
чения в каждой критической точке и с помощью достаточного ус-
ловия сделать правильный вывод о наличии экстремумов. 
5)Найти экстремальные значения функции 
Пример. Исследовать функцию z = х3 + уъ - бху на экстремум. 
Решение. 
1. Функция z = х3 + у3 - бху определена для всех точек плос-
кости. 
2. — = 3 х 2 - 6 у ; — = 3у2~6х, Точек, в которых частные 
дх ду 
производные не существуют, нет. 
3. Найдём стационарные точки, решая систему уравнений: 
|3х2 — = 0 Jx2 -2у = 0 
[Зу2 - 6 х = о' [у2 -2х - О 
х4 - 8х = 0; х(х3 - 8) = 0 ; х, = 0, у, = 0 ; х2 = 2, у2 = 2. 
Стационарные точки функции Mj(0,0), М2(2,2). 






- 2 х = 0. 
a 2 z , d2z , 
— - = ox; = -с 
дх дхду 
ционарных точках: 
d2Z • ву и подсчитываем из значения в ста-
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а). 




= 0, В = — 
м, ^ 





=> А = АС-В2 = - 3 6 < О, 
экстремума в точке М/(0,0) - нет. 
Ь ) , 
М,(2;2). А = 
d2Z 
дх2 
12, В = 
S2Z 
дхду 
= 6, С = 
о Z 
- 1 2 , => 
А = АС-В2 = 108 > 0, 
точка М2(2;2) - точка экстремума, а так как А =12 >0, то точка (2; 2)-
точка минимума. 
5).Находим экстремум функции Zmin=Z (2;2) =-8. 
Пример. Исследовать функцию Z = sinx + siny + sin fx + у), 
7Т Я 
при 0 < х < — , 0 < у < — на экстремум. 
Решение, l) Находим частные производные 
dz dz 
- cosx + cos(x+y), — = cosy + cosfx+y). 
dx dx 
2) Находим стационарные точки, решая систему уравнений: 
[cos х + cos(x + у) = 0 
i => cosx = cosy X = у. 
[cos у + cos(x + у) = 0 
2 2 1 1 cosx + cos2x = 0, J+cos2x=2cds х, cos x+ — cosx =0. 
1 1 1 cosx ••--.— + — + — 
4 - V16 2 
Л 1 71 I)cosx= — , x, = —, 
2 1 3 
2)cosx = -1, x2 = n - не подходит т.к.х= п g 0, 
я 
39 
Стационарная точка - М 0 
(к к^ 
.3 3 
3), Проверим выполнение в М0 
л ж 






2 -sinx -sin(x+yу; = -sin(x+yj\ ——— = -siny - sin(x+y). 
дхду dY2 
Подсчитаем значения этих производных в стационарной точке 






• п • г,71Л V3 л/3 К -sin sim 2 — )= = - л/ i . 
3 3 2 2 
• 1 п ^ П Л R = -sin = ; С =А = - V 5 . 
3 2 
2 3 9 Так как Д = АС -В =3 — = — >- 0, то в точке 4 4 
тремум. А так как А= - л/3 -< 0 , то точка 
дХдУ м. 




- точка максимума. 
4),Находим экстремум функции Z = Z 
f n к \ 3 
3 3 
Скалярное поле 
Рассмотрим функцию u=u(x,y,z), определённую и дифференци-
руемую в некоторой области D. 
Скалярное поле - это всё пространство (или его часть), в каж-
дой точке которого задана некоторая скалярная величина u=u(x,y,z). 
Если рассматриваемая величина и = и(х, у) задана в плоской облас-
ти, то поле называется плоским. 
Характеристики скалярного поля u~ufx,y,z): 
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1. Множество точек, в которых функция u(x,y,z) (и(х,у)) прини-
мает одно и тоже значение называется поверхностью уровня (лини-
ей уровня): u(x,y,z)- с, (и(х,у=с)). 
Пример 1. Найти поверхности уровня функции и = х2 + у2 + z2. 
Решение. Приравняем значение функции к постоянному 
х2 + у2 + z2 = с, получим: 
а) если с<О, поверхностями уровня является семейство двуполост-
х2 .у2 Z2 1 
ных гиперболоидов — н = 1. 
с с с 
2 2 2 
л Х У Z 1 б) с > (J 1 = 1 - семейство однополостных гипербо-
с с с 
лоидов. 
2 2 2 х у Z 
в) с - 0 , 1 = 1 - круговой конус с вершиной в начале 
с с с 
координат. 
2. Производная функции поля u~u(x,y,z) в точке M(x,y,z) по на-
правлению / , а, Р, у - углы, образованные вектором / о с коорди-—> —> 
натными осями; /о - единичный вектор направления/, т.е. / о -
=( cos a, cos/?, cos/ ). 
ди ди ди _ ди 
— = — c o s a + — c o s р + — c o s / , 
дх ду dz 
- > 
- производная по направлению не зависит от длины вектора / , а 
только от направления. 




т.е. частные производные выражают скорость изменения функции в 
направлении осей координат. 
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Градиент скалярного поля - вектор, координаты которого есть 
значения частных производных функции поля в точке M(x,y,z). 
* , * ди~! ди-*. 5м 7 
gradu(M) = — t + -z~J + —- к • 
дх ду dz 
Это означает, что в области V определено векторное поле - поле 
градиентов данной функции поля. 
—> 
Связь производной функции поля u=u(x,y,z) по направлению / 
с градиентом этого поля: 
~~ ~ (qradи, I о). 
о! 
2. ~ = \qradu\cos<p=np,qradu, <Р - угол между векторами 
dl 
grad и, I о. 
3. Производная функции в точке по направлению / имеет наи-
большее значение, если направление / совпадает с направлением 
градиента данной функции, которое равно модулю вектора grad и. 
= | grad и |cos <р =| <р = 0| = | grad и\ = f(u\)2+ (и'y)z + (и \ )2 • 
Пример 2. Найти скорость изменения скалярного поля, заданно-
го функцией и = 5x2yz - 7xy2z + 5xyz2 в направлении вектора 
а = 8 i - 4 j + 8/с в точке М0 (1,1,1) . 
Решение: 




(\0xyz-7y2z + 5yz2)/ =8 





_ (5 x2z -14xyz + 5xz2 ), 
м„ X 
_(5хz-lxy +I0xyz)/ _8 
/ Ч = 8 : м„ 
42 
и направляющие косинусы: 
a(ax,ay,az), а 
2 2 2 = J a x + а у + a z , cos а 
ах а_ cos a, cos у-
а а 
Вычислим косинусы углов вектора а с осями координат: 
В 2 - 1 2 
coscc = , •  = • = —; cos/7 = — ; cosy = —. 
л/б4 + 1бТб4 3 3 3 
Скорость изменения поля в точке M(x,y,z) рав-
ди ди ди _ ди 
на: — = — c o s a + — c o s / ? + — c o s / . 
dl дх ду ду 
Тогда в точке М 0 (1,1,1) имеет: 
ди 
dl 
: 8 - - + ( - 4 ) 
3 
+ 8—= 12. 
3 мв - v J у 
Пример 4. Найти величину и направление градиента поля 
и = х* + у* ~ 3xyz в точке М 0 (2,1,1). Определить, в каких точ-
ках grad и перпендикулярен 02, а в каких он равен нулю. Решение. 
,ч , ди~ ди . ди г ди . 2 * ди 
1 )gradu = —/ + —;+—к.— = 3х -3yz;— = 
дх ду' dz дх ду 
= Ъу1 - 3 xz\ — = 3 z1 - 3 ух; 
dz 
ди 
= 9; — = - 3 
ди 
— 
дх м„ ду м„ <9z Л/„ 
• - 3 ; => grad и(М0) ~ 9/ - 3J - 3к. 2 ) , 
|gradи(М0)| = л/81+9 + 9 - з У п . 
3) grad ulOZ если (grad и, к) = 0, £(0,0,1) 
(grad и, к) = 3(z1 - ху), z2 - ху = 0, z2 = ху 
гиперболический параболоид. 
Т е м а 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Понятие дифференцированного уровня 
Дифференциальным уравнением называется уравнение вида 
F(x,y,y:...,y(n>)= 0 (4.1) 
Решением дифференциального уравнения называют любую 
функцию у = у(х), которая обращает данное уравнение в тождество. 
Функция у = у(х, сI, с2, ..., с„) называется общим решением ДУ, 
если она обращает ДУ в тождество при любых значениях постоян-
н ы х С / , С 2 , . . . С „ 
Для начальных условий 
У(хо) =уо,у'(х0) =уо, ...,у(п-'}(хо) =yj 
можно найти значение постоянных с/'',с/,...,с„", при которых функция 
у =у(х, сС2, с„°) будет удовлетворять этим начальным условиям. 
Функцию у =у(х, с", с®, ..., с„) называют частным решением ДУ. 
Порядком ДУ называют наибольший порядок производной, 
входящий в это уравнение. 
4Л. Дифференциальные уравнения первого порядка 
Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 
F(x,y,y') = 0. 
Если это уравнение можно разделить относительно у, то оно 
имеет вид 
У=Лх,У). (4.2) 
Общим решением дифференциального уравнения I порядка на-
зывается функция 
y'=(p(xhc,), (4.3) 
которая зависит от одного произвольного постоянного С и удовлетво-
ряет условиям: 
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1. Она удовлетворяет ДУ при любом С 
2. Каково бы ни было начальное условие yj = у0 можно I х-хи 
найти такое с = со, что у' = (р{х, со) удовлетворяет данному началь-
ному условию 
Частным решением уравнения (4.2) называется функция у = 
ip(x, с0), которая получается из общего решения у = <р(х, с), при оп-
ределенном значении с = с0. 
Геометрически: 
а) Общие решения ДУ - семейство кривых на координатной 
плоскости, зависящее от одной произвольной постоянной С (инте-
гральные кривые). 
б) частное решение - одна интегральная кривая семейства, 
проходящая через данную точку (х0,у0) плоскости. 
Решить Проинтегрировать) ДУ - значит: 
1. Найти его общее решение 
2. Найти частное решение, удовлетворяющее заданному началь-
ному условию у\х=хп = у0. 
Уравнение с разделяющими переменными. 
Уравнение вида М(х, y)dx + N(x, y)dy = 0 называется уравнением 
с разделяющими переменными, если функции М(х, у), N(x, у) можно 
представить в виде произведения двух функций, каждая из которых 
зависит только от одного переменного х или у. 
Чтобы проинтегрировать уравнение, надо разделить переменные -
это значит перед дифференциалом dx оставить функцию, зависящую 
только отх, а перед дифференциалом dy, зависящую только от у. 
Пример 1. Решить уравнение (х- у2 + x)dx + (у -х2 • y)dy = О 
Решение, х • (у2 +1 )dx + у • (1 - х2 )dy. Разделив переменные, 
Г ydy e-xdx получим - ~ = , 
V + l 1 - х 
или 
* ln(l + / ) = 1 l n ( l - x 2 ) + 1 In с, т.е. \ + уг = c ( l - x 2 ) 
2 2 2 
- (общее решение в неявном виде). 
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Пример 2. Решить задачу Коши для уравнения 
ydx + ctgxdy = 0, у\ = -1; у\х_* = -1. 
5 4 
rdy ( dx 
Решение, а) Разделяя переменные, получим I — = — I , 
У Jctgx 
тогда In у = In cosx + In с или у = с cos х - общее решение 
уравнения. 
б) Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному ус-
ловию: у| = - 1 . 
Подставляя начальное условие в общее решение, получим 
-1 = с • cos с = - 2 , у = -2- cos х - частное решение: 
Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 
ОпределениеФункция fix,у) называется однородной измерения к 
относительно х и у,если она удовлетворяет при любом t равенству: 
f(tx, ty) = tf(x ,у). 
Уравнение М(х, y)dx + N(x, y)dy называется однородным если 
функции М(х, у), N(x, у)-однородные функции одного и того же из-
мерения. 
Замена у ~и-х приводит однородное уравнение к уравнению с 
разделяющимися переменными относительно функции и(х). 
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Пример 3. Решить уравнение. (2-х - + (х + = О - од-
н о р о д н о е дифференциальное уравнение (и=1). 
Решение: у = и • х, dy = xdu + udx . 
{2-х-и- x)dx + (х + и- x)(udx + xdu) = 0, 
или x- ( l + u)</w = -(2 + u2)dx. 
Разделяя переменные, интегрируя, получим. 
l+u , tdx 1 , и 1 , 2| -дм = - I — ; —=rarctg—j= + — ln|2+w - - l n x + mc 
2 + и J x V2 л/2 2 1 
и = — , In с • J2-x2 + y 2 - — a r c / g — общий интеграл, 
x л/2 V2x 
Замечание. Уравнение вида y'=f(x,y) называется однородным, 
если f(.х,у)-однородная функция нулевого измерения. 
Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 
Линейное ДУ первого порядка называется уравнение вида 
y'+P(x)-y = Q(x). 
Решается с помощью подстановки у = u-v ,где и(х) и v(x) -
дифференцируемые функции, тогда 
u'+v'u + Р(х) • и • v = Q(x) или u'-v + u(v'+P(x) • v) = Q(x). 
Функция v(x) находится так, что v'+P(x)v = 0, => получаем 
fv' (х) + Р(х) • v = 0 
систему { 
\u'-v(x) = Q(x). 
Определив и(х) и v(x), получим общее решение линейного 
уравнения у = и(х • с) • v . 
Пример 5. Решить уравнение у'+у • tgx = cos2 х . 
Решение. Данное уравнение - линейное относительно функции 
У(» и У(х) . 
Замена у = и(х) • v(x) приводит к системе двух уравнений с 
разделяющимися переменными: 
u'-v + v'-u + и • v • tgx — cos2 х, u'-v + и • (v'+v • tgx) = cos2 x,=> 
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fv'+v • tgx = 0 
( u ' - v - C O S 2 X . 
dv rdv 1) — = - v • tgx, f — = - f tgxdx, v = cos x . 
dx v 
2) u'-v - cos 2 x, jdu = Jcos xdx, и = sin x + с 
у — (sin x + с) cos x - общее решение. 
Уравнение Бернулли 
Уравнение вида у' + Р(х)у = £?(х)у", п Ф § , п Ф \ называется 
уравнением Бернулли. Заменой у{х) = m ( x ) v ( x ) о н о сводится к ли-
нейному. На практике оно решается с помощью подстановки. 
Пример 5. Решить уравнение Бернулли 
У + 2ху = 2 х У -DY(n = 1). 
Решение. Применяем метод подстановки 
y-uv. у' -u'v + v'u. u'v + v'u + 2xuv = 2x3v"u3. 
/ ч , i , fv' + 2xv = 0 
u'v+ u(v'+ 2xu)-2x u v , < 
\u'v = 2x и v . 
1) v' + 2xv = 0 ; — — 2xv; [— = - 2 \xdx; Injxi'l = 
ate J v J 
2) и' = 2 x V V , — = 2x3u3e'2xl, v = e-'' . 
-x 2 . 
2w" 
JMC/V - UV - jvdu 
u-x 
i -2-е1 i 1 ~2x2 dv -e xdx v = —e 




= — x e 2 -~lx + Je 2,1 xd!x; 
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2 и2 2 4 " - ' у х2 v2 
/ . г . \ 
.2 
х2е-2*2+-е~2х + с 
2 У2 2 у V z 
- общий интеграл уравнения. 
Уравнение в полных дифференциалах 
Дифференциальное уравнение вида (5) M(x,y)dx + N(x,y)dy = О 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть яштяется полным дифференциалом некоторой функции и(х,у); 
M(x,y)dx + N(x,y)dy = ~dx + ~dy. 
дх ду 
Теорема. Для того чтобы уравнение (5) было уравнением в пол-
ных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполни-
дМ dN ч „ 
лось условие — - = —- - ,V(x ,y ) е D, функции М(х,у) и 
ду дх 
N(x,y) непрерывно дифференцируемы в односвязной области D. 
Уравнение (5) в этом случае можно записать в виде du(x,y) = 0 . 
Общий интеграл этого уравнения и(х,у) = с. 
ди 
Функция и(х, у) находится из системы дх 
ЛТ, ч 
[ty 
Пример 6. Решить уравнение 
2х cos2 ydx + (2у - х2 sin 2 y ) d y = 0 . 
Решение. М(х,у) = 2xcos2 у, N(x,y) -2у-х2 sin 2у. 
~ 2х • 2со8у(~8т,у) = -2xs in2у \ = -2xs in2у , => 
ду дх 
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дМ _ dN 
ду дх 
Т.о. данное уравнение является уравнением в полных дифференциа-
лах, общий интеграл которого имеет вид и{х,у) = с. 
Найдем функцию и(х,у) из системы: 
ди _ 2 
— =2xcos у 
дх 
ди 2-о — -2у-х s m 2 у 
ду 
Из первого уравнения этой системы находим: 
и(х,у) = |2xcos 2 ydx = х2 cos2 у + <р{у): 
Дифференцируя это равенство по у, получим 
_ 2 • и ч — =-2х cos у sin у + (р(у). 
ду 
Или учитывая 2-ое уравнение системы, имеем: 
2 у - х2 sin 2 у = - х sin 2у + <р'{у); д.У (у) = 2 у, <р{у) = у2 + с. 
Следовательно, и(х,у) = x2cos2 у +у2+с, а общий инте-
грал уравнения имеет вид х2 cos2 у + у2 - с. 
Линейные дифференциальные уравнения высшего порядка 
Линейным дифференциальным уравнением высшего по-
рядка называется уравнение вида: 
у(п) + а.Му'"-') + а2(х)у(п-2} + ... + anJx)yl + ап(х)у =/(х), (4.4) 
где а,(х), а2(х),...,ап(х) и f(x) - заданные непрерывные функции на 
(а,Ь). 
Уравнение (4.4) называется неоднородным, если f(x) Ф 0, и одно-
родным, f(x)=0. 
Уравнение (4.4) при любых начальных условиях имеет единст-
венное решение, удовлетворяющее этим начальным условиям. 
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Линейные дифференциальные уравнения описывают реальные 
процессы или дают первое приближение к этим процессам, поэтому 
имеют широкое практическое применение. 
Линейные дифференциальные уравнения высших 
порядков с постоянными коэффициентами 
Линейное однородное дифференциальное уравнение с постоян-
ными коэффициентами имеет вид: 
у» + Vй"" + а ^ +... +я„У + а„у = 0, (4.5) 
где а, е R, i=l п. 
Совокупность п определенных и линейно независимых решений 
уравнения (2) называется фундаментальной системой решений. 
Основная теорема. Если yJt у2,—,уп - фундаментальная система 
решений уравнения (2), то их линейная комбинация 
У=С!У, +с2у2+ • • • +Спу„, (4.6) 
где Cj ,с2,..., с„ - произвольные постоянные числа, является общим 
решением уравнения (2). 
Для нахождения общего решения уравнения (4.6) составляется 
характеристическое уравнение 
к" + а,Г' + а21г-2 + .. . + аык + ап = 0 (4.7) 
(заменяя производную г'-го порядка г'-ой степенью k,i=\,n). 
Возможны следующие случаи: 
1)все корни ki,k2,...,kn характеристического уравнения (4) дейст-
вительные и различные. 
Общее решение уравнения (2) записывается в виде 
у = c,ev+c2e"lX +... + с„еК"х. (4.8) 
2) корни характеристического уравнения действительные, но сре-
ди них есть кратные (к; = к2 = ... = к,), г - кратность корня к характе-
ристического уравнения. Все остальные п~г корней различные. 
Общее решение однородного уравнения принимает вид 
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у = eKX(cl + с2х + с3х2 + + +... + с„ек"х. (4.9) 
3) среди корней характеристического уравнения есть однократ-
ные комплексно сопряженные, например, /с12 = а , + Д / ; 
к3 4 = а2 ± Д2/. Остальные корни действительные и различные (ес-
ли есть кратные действительные корни, смотри случай 2). 
у - еа'х(с: cos Д х + с2 sin Д х ) + е"гХ(с3 cos Д2х + 
+с4 sin Д2х) + c5ekiX +... + cnk"x. 
4) пара комплексно сопряженных корней k]2=a±/3i уравне-
ния (4) имеет кратность г. В этом случае соответствующие г пар 
членов в формуле (5) заменяются слагаемыми. 
еах [(с, + с2х +... + crxr~[ )cos Дх + (сг+1 + сг+2х +... + c2rxr~' )sin Дх] • 
Примеры. Найти общее решение уравнений: 
1) / 4 2 / 4 / ' = 0 . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 
к 4 2 К 4 К 2 = 0 . 
Найдем его корни к 2 ( к 4 2 к + 1) = 0,=> к12 = 0,/с3 4 = - 1 , об-
щее решение на основании формулы (6) имеет вид 
у = Cj + с2х + е~х (с3 + с4х). 
2) у"' + / 4 у 4 у = 0. 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 
к 4 к 4 к + 1 = о . 
Найдем его корни: (k + l)(A:2 +1)= 0 => = - 1 => к 2 3 = ± i . 
Учитывая корни характеристического уравнения, общее реше-
ние запишется в виде у - схе~х + с2 cos х + с3 sin х. 
4) Для уравнения у" + 4у ' = 0 найти интегральную кривую, про-
ходящую через точку (0,0) и касающуюся в этой точке прямой у -- х. 
Решение, а) Найдем общее решение данного уравнения: 
к 2 + 4 к = 0 К(К + 4) = 0, к, = 0,к2 = -4 ,=> , 
общее решение данного уравнения имеет вид у = с, 4- сге 
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б) Чтобы найти соответствующую интегральную кривую, ис-
пользуем заданные начальные условия у(0) = У (0) = 1. 
у = с, + с2е~4х >-(0) = с, + с2, 
Н с 2 = 1 1 
4 -
Таким образом, искомая интегральная кривая имеет уравнение 
4 
3) / ; + 4 / + 2 9 / =0. 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 
к3 +4к2 +29/с = 0 к(к2 + 4к + 29) = 0, «-,=0, 
к23 =-2±>/4^29 = -2±5i,=>, 
общее решение имеет вид у = с, + е'2х (с2 cos 5х + с3 sin 5х). 
Линейное неоднородное дифференциальное уравнение с посто-
янными коэффициентами имеет вид 
^ /")+а,/"-1)+... + апУ + а„у = /(х), (4.11) 
где <7 &R, i -1 , п, / (х) - непрерывная функция. 
Лагранж разработал общий метод решения линейных неодно-
родных дифференциальных уравнений. Метод применим, если из-
вестно общее решение однородного уравнения, соответствующего 
неоднородному уравнению (8). Этот метод называется методом ва-
риации произвольных постоянных или методом Лагранжа. 
Пусть у = с]у] + с2у2 +... + спуп - общее решение однородного 
уравнения, соответствующего неоднородному уравнению(8): 
у1 + а 1 / ~ 1 ) +... + а„_У +а„у = 0 . (4.12) 
Метод Лагранжа состоит в том, что общее решение уравнения 
(8) ищется в виде 
У = с, (х)ух +с2(х)у2+...+с„ (х)уя, 
где с,(х),с2(х),...,с„(х) - неизвестные функции. Эти функции опре-
деляются из системы 
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Cll(x)yl + c 2 \ x )y 2 + ... + c n \x)y n = 0 
• c,'(*bV +с2\х)у2{ +... + c„l(x)yJ =0 
c,1 (*) /"- '> + c2' (x)y2("~n +... + c„! (x)yn("-i} = f ( x ) . 
Для уравнения второго порядка у ; / + рху' + р 2 у = / ( х ) данная 
к ' ( х ) у 1 + с 2 ' ( х ) у 2 = 0 
система имеет вид < 
{c]>(x)y]i+c2\x)y2,=f(x). 
Суть метода Лагранжа для уравнения состоит в следующем: 
у" +РУ' +qy = fa. 
1). Находим общее решение соответствующего однородного 
уравнения у" + ру' + qy - 0 и записываем его в виде 
у = с,у, + с2у2, 
где С[ и С2 произвольные постоянные. 
2). Для нахождения общего решения неоднородного уравнения 
у" + ру' +qy = f (х) записываем его в виде 
у = с , (х)у,+с 2(х)у 2 , (4.13) 
где сi(x) и с2(х) - неизвестные функции, они должны быть такими, 
чтобы удовлетворялось неоднородное уравнение. 
3). Находим выражения для производных функций С/(х) и 
c2(xj. Для этого составляем систему уравнений: 
с11(х)у,+с21(х)у2=0 
cll(x)y'-c21(x)y2l=f(x). 
4).Найденные из этой системы производные Ci'(x), с2(х) интег-
рируются и выражения с\(х) и с2(х) подставляются в общее решение 
( ) со своими произвольными постоянными ct и q, полученными 
при интегрировании. 
Пример. Найти общее решение уравнения у" -у = ———, 
е х - 1 . 
Решение. 1).Находим общее решение соответствующего одно-
родного уравнения 
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К 2 - 1 = 0 , 
к = ±\, => у" - у = 0 у = схе* +сге~\ ух = ех, у2 = е~хух = ех, 
v 1 = ~е~х. У 2 
2). Записываем общее решение неоднородного уравнения: 
^ с . О с У + с 2 ( х ) е ~ ) С . 
3). Для нахождения производных функций с\(х) и с2(х) составля-
ем систему 
с]'(х)ех + с2 '(х)е * = 0 
c,'(x)ej; -с2'(х)е х = 
2е* 





с2 ' (х) = -
Лх 
-, с . Ч х ) ^ — - — 
ех-1 ' ех-\ 
4). Интегрируя найденные Cj'(x) и с2 ' (х) , получим: 
= - х + /«(<?*-1)+с, 
ex-l = t 
r(ex-l)-ex •exdx 
e2xdx r  ax 
J t 
exdx = dt 
ex=t +1 
= -{ex -1 + In\ex -1|) + c2={\-ex-In\ex -1) + c2_ 
Общее решение данного уравнения имеет вид: 
у = ех(с, -х + 1п\ех -l|)+ е~*(1-ех -ln\ex -1 +с2). 
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
высших порядков с постоянными коэффициентами 
Метод неопределенных коэффициентов 
Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение п-го 
порядка с постоянными коэффициентами 
У п ) + а 1 У й Ч ) + . . . + ая>; = / ( х ) , (4.14) 
где ai е R, i = 1 ,п, f ( x ) - непрерывная функция. 
Соответствующее однородное уравнение: 
у(п) + аУ"-])+... + апу = 0. (4.15) 
Запишем характеристическое уравнение для уравнения (4.15): 
к"+а}к"~1+... + а„ = 0 . (4.16) 
Общее решение уравнения (4.14) имеет вид: 
У=У+У> 
где у - общее решение уравнения (4.15), а у* - частное решение 
уравнения (4.14). 
Форма частного решения у* уравнения (4.14) зависит от вида 
правой части f(x) и корней характеристического уравнения. 
Пусть правая часть уравнения (4.14) имеет вид 
f i x ) = еах (Р„ ix) cos fix + em ix) sin J3x), (4.17) 
где Pn ix) и вт ix) - многочлены, соответственно степени пит. 
Тогда 
у* = xreaxiusix) cos fix + vs (x) sin fix) (4.18), 
где us(x) и v/x) - многочлены степени S с неопределенными коэф-
фициентами, s -max{n,m), г - кратность пар корней а ± fti ха-
рактеристического уравнения. 
Частный случай: Если/?=0, то / ( х ) = еахPnix) и у* записыва-
ется в виде: 
у =хгеахип(х), (4.19) 
где u„(x) - многочлен степени п с неопределенными коэффициента-
ми, г - кратность корня а характеристического уравнения. 
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Метод неопределенных коэффициентов состоит в следующем: 
1) составляем у* по формуле (14 или 15), где многочлены об-
щего вида записаны с неопределенными коэффициентами; 
2) находим производные (у*)0" нужного порядка и вместе с у* 
подставляем в уравнение (10); 
3) приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях пере-
менной х в левой и правой частях уравнения. При наличии тригоно-
метрических функций приравниваются коэффициенты в левой и пра-
вой частях уравнения при произведениях одинаковых степеней х при 
x"cos /Зх и x"sin/?x, (п = 0,1,2,...); 
4) находим числовые значения неизвестных коэффициентов и 
подставляем их в у*. 
Примеры. Для каждого из заданных дифференциальных урав-
нений найти общее решение и частное решение в тех случаях, когда 
заданы начальные условия. 
1. yv + уш = х2 - 1 - ЛНДУ с постоянными коэффициентами. 
У = У + У'-
1) y:yv+y"!=0, к5+к3 = 0, к3(к2+1) = 0, щ=к2=к3=0. 
к7 +1 = 0, к2 = —1, к2 =-1, K4 5=±i; =>. 
у = с, + с2х + с3х2 + с4 cos х + с5 sin х. 
2) у": / ( х ) = х2 -1 , => у = xreaxu„ (х), а = 0 , п = 2, г = 3, т.е. 
0 у* = х3(Ах2 + Вх + с) = Ах5 + Вх4 + Сх3 
0 / =5Лх 4+4Ях 3+ЗСх 2 
0 у" = 20Ах3 +12Вх2 +6Сх. 
1 у*'" =60Ах2+24Вх + 6с. 
0 у*"'=]20Ах + 24В. 
1 / ' = 1 2 0 , 4 . 
Подставляя в данное уравнение и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях слева и справа, получим 
120А + 60Ах2 + 24Вх + 6с = х2 -1. 
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X2 60Л = 1 
х 1245 = О 
x°|l2(M + 6C = - l , = > . 
А = / е о ; 5 = 0; С — I ; / ^ ( i - j ^ - 1 ) . 
3)>> = у + у*.у = сх +с2х + с3х2 +с4 cosx + c5 sinx + - j x 3 ( ^ x 2 - 1 ) . 
2. У +5у" + 4 y = 3sinx. - ЛНДУ с постоянными коэффи-
циентами, следовательно, 
У = У + У* 
1 ) у : / к + 5 / + 4 > ; = 0 ; к 4 + 5 к 2 + 4 = 0. к2 = t;t2 + 5t + 4 = 0,tx = -4. 
t2=-1. 
k2 = -4, k]2 = ±2i. 
k2 =-\,kiA =+/',=>. 
у = C[ cos 2x + c2 sin 2x + c3 cos x + c4 sin x. 
2) / : / ( x ) = 3sinx. y* = xreax(Us(x)cos/?x + Fv(xsin fix), 
a = 0,0 = \;a±fii = ±r,n = m = 0=> s = 0,r = 1, тогда 4j y* =x(Asinx + Bcosx). 
Находим А и В: 0| у" = Asinx + Bcosx + x(Acosx - Bsinx). 
5 | / = J c o s x - 5 s i n x + ^ c o s x - 5 s / ' x + x ( - j 4 s i n x - 5 c o s x --
= 2Acosx-25sinx + x ( - ^ s i n x - B c o s x ) . 
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0| у"" = - 2 sin х - 2 В cos х-Аътх-В cos+ х{-А cos х + В sin х) = 
= -ЗА sin х - ЗВ cos х + х(В sin х - A cos х). 
l| у*" = -ЗА cos х + ЗВ sin х + В sin х - A cos х + х(В cos+ A sin х) = 
= - 4 / l c o s x ~ 4 B s i n x + (Bcosx + ^sinx). 
Подставляя в данное уравнение, получим 
6 A cos а - 6В sin х = 3 sin х 
1 1 
6А — О А = О, В = => у* = — xcosx. 
2, 2 
- 6 5 = 3 
3. у11 -Зу' = хе~х, ХО) = 1, У ( 0 ) - ЛНДУ (ц=2) с постоян-
ными коэффициентами у = У+ у*. 
О 
у : / - 2 / =0, к2-2к = 0,к(к-2) = 0,к] = 0,к2 =2==>. 
у = с, + с2е2л. 
2) у : f ( x ) = xe~x,y = xreaxUn(x),ce = -l,n = l,r = 0. 
у* = (Лх + В)е~х, подставляя в данное уравнение, получим: 
0 |У =(Ах + В)е~х. 
-2 | у' =Ае~х-(Ах + В)е~х. 
1 =-Аех-Ае-х+(Ах + В)е-х. 
(-2 А + АХ + В-2А + 2 Ах + 2 В) = х. 
х \А + 2А = ] • 
х° | -4Л + 2Я = 0 А = ~, В = —. у* = —(х + 2)е х. 
| 3 3 3 
3)у=--у + у*, y = ct +c2e2x+j(x + 2)e~x. 
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4). Найдем частное решение данного уравнения, удовлетворяю-
щее начальным условиям у(0) =1, у'(0)=0. 
у = с, +с2е2х + - ( х + 2)е 
1 
1 1 
у1 = 2с2е2х +~е'х+^{х + 2)е~ 
Подставляя начальные условия у(0) = /, у'(0) = 0, будем иметь 
1 = с, + с, + — 
1 2 3 
0 = 2 с2+- + ~ 
3 3 
с = 5 / 1 / б 5 
2' 
частное решение запишется у = — - — е2х + — {х + 2)е х. 
6 2 3 
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №2 
Задание 1. Найти интегралы 
1.1. а) I'lg4xdx; б) fx sin 2xdx; в) ^x + 
J J J x +3x 
1.2. a) (X ^ ^ l l ^ - d x ; 6) fln3xcfx; в) f— 
J л/l + x J J sii 1 sin2 x 
Г T _ з Г 
1.3. a) [cos4 xsin2 xdx; б) [ * Xdx ; в) \x2e2xdx. 
J J 6YJX J 
л ч г 7x2 + 4x + 20 f dx г г , 
1.5. a) ^(x + 2)e~xdx; б) в) jcos4 xsin3 xdx. 
, , . r xdx ^ с 3 x 2 + 6 x + l , r 4„ , 1.6. a) 6) -j— Лх; в) \ctg43xdx. 
cos x j (X - 1 ) ( X 2 + 4 X + 5) j 
1.7. a) + Jx ; 6) fx lnxdk; в) fsin4xafe. 
J1 + yJX J J 
1.8. а) 6) f — ; в) fx2~xdx. 
J X - X J sinx + cosx J 
1.9. a) fx4 In xdx; 6) f — f X ; в) fC Q S , * dx. 
J sin x 
a) f c o s X- fife; 6) [xarctgxdx; в) f ^ r . . 
sin x J J ( 5 - x ) V l ^ x 
a) — ; 6) Jxcos5xi&; в) jsin2 x cos4 xdx. 
• 12. a) [ctg^xdx; 6) f , ^x 8 farcsinxdbc. 
J J y- - 4 r J 4 - 4 r J 
1.10 
1 . 1 1 















^———; б) [ctg^xdx; в) fx sec2 xdx. 
х + 4 х + 9 J J 
x3 - З х + 1 
dx. 
dx г sin xdx 
6) J- : — ; J 1 - sin X 
yjarctg2x ^ ^ Jsin3 xcos3 xdx 
-Jx + lfx2 
3x2 + 8 
•s x . r , 
в) Jx-3 dx 
x3 +4x 2 + 4 x 
dx 
( x 2 + l ) ( x 2 + x ) 
•six In xdx; 6) J 
7 f J -dx; б -J l + 4x 
; 6) jarccos xdx; в) Jcos5 xdx. 
x + x - 8 
x3 - 4 x 




J^2 1 п ( 1 + х ) й Ь с ; в) j tg4xdx. 
I X "I" 111 X "f" Щ I 
6) 
6 ) J . 
x cos xdx 
sin X 
x2 sin xdx 
r4x2 -12x4-12 , r xdx 
J x 2 ( x - 2 ) 2 ; W + l ' 
в) Jcos4 x sin2 xdx. 
>(x-l) 
cos4 xdx; 
ex cos xdx; 
dx 
dx 
6) f i n ' » * в) i~{x + l ) { x _ 2 y 
x2 - 4x - 5 
6) 
б ) | Х 2 1 п х й 6 С ; в) Jcos7 xdx. 
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Задание 2. Вычислить несобственный интеграл 
или доказать его расходимость 
°° к А 00 А 00 1 
2.1. fxsinx<&. 2.2. Г — 2 . 3 . Г , . 2.4. Г — Л . 
о ; x(lnx)1 / х 2 (1 + х) 2 * 
i x 2 + 2 x + 5 0J i 2 x z - 4 x + 6 
" artful «о +00 , <*, 
2.8. f- rdx. 2.9. fxcos3x^x. 2.10. f - ^ . 2.11. \xe'3xdx. 
h+9x2 J h+x2 J о ж v 1 о 
-КО I CO j 00 , 
2.12. h - ^ — . 2.13. f - 4 - . 2.14. 
i x 4 + 4 x 2 + 8 2 Jxln3x * x + 4 
* dx _ "rah: 




2.15. . 2.16. K . f  2 xc ec
6 X 2 - 6 X + 5 i x 4 J 
2.18. f - 2 * 2 + 7 * ~ V . 2.19. T — — ^ . 2.20. 
i ( x - l ) ( x + l)2 , J5x 2+4x + 3 il + x 
00 7 00 
2.21. J'xe~xldx. 2.22. J — = = . 2.23. J-
dx "f dx 
/1пл 
dx xafr 
-v/lnx ; x l n x l n 2 l n x Q 2 Л'уШЛ 2 
2.24. 2.25. f 
о л/4 + х /(1 + x) 
Задание 3. Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями 
с помощью определенного интеграла. Сделать чертеж 
3.1. >>2 = 16 -8х ; у2 = 24х + 48. 3.14. у = \пх;у = 0; х-е. 
3.3. у = х2 - 3 ; у = ~ ; х = 1. 3.16. х = - 2 у 2 ; х = 1 - 3 у 2 . 
х 
3.4. у = х2 -1; х = 2; у = 0. 3.17. у = х + 1; у = cosx; у = 0 . 
3.5. ху = 4; х + у = 5 . 3.18. х2 + у2 =25; 2 у - 5 = 0 . 
3.6. у2 =2х + 1; х-у-1 = 0 . 3.19. у = х2 - 4 х + 3; у = х + 3. 
8 
3.7. х2 = 4у; у = -z . 3.20. у = 8 - х 2 ; у = х 2 . 
х + 4 
3.8. y = l + cosx; х = 0; у = 0 . 3.21. у = 4 х - х 2 ; у = 0 . 
о 1 ^ 
3.9. у = - х 2 + 6 х - 5 ; х = 0; у = 0 . 3.22. у = ~; у = х ; у = 4. 
х 
3.10. у = 2 - х 2 ; у = л/2-х; у-0. 
3.23. у = 1пх; у = -1пх; х = 3.3.11. у ~ех;у = е х; у = 2. 
3.24. у = 4 - х 2 ; у = х2 - 2 х . 3.12. у = (х + 1)2; х + у = 1; у = 0. 
3.25. у = 2х; х2 + у2 = 25;у = 0 , у > 0 . 
3.13. у = х 2 - 4 х + 3 ; у = х + 3. 
Задание 4. Дана функция и = w(x ,y ,z) , 
тонка M 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) и вектор а.Найти: 
а) полный дифференциал - du; 
б) производную по направлению вектора а 
да 
в) градиент скалярного поля в М0 - grad и (М0). 
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4.1. и = 5xy~z + arctgj——;a = 7 + к; M0 (l; 1;0). 
' o A — 
2 2 
4.2. w = sjx2 + y2 + z2,a = i + 2]-2k,M0(3;-4;5). 
4.3. и = a r c c o s ^ - ^ - ( z y y c = i + 2j + 2k;M0 (—1,1,1). 
z 
4.4. м = a r c / g ( x j z ) - l n ( x + y + z ) , a = r - £ ; A / 0 ( l , 0 , l ) . 
4.5. м = $cyz~+\-tg(x + y + z),a = -I + k;M{ 
4.6. и = x2yz2 + 2x + \,a = 2l + 3j-к;М0(\,-2,2). 
4.7. u = 3x4-y + 4z2x,a = - 3 / + 4 £ ; M 0 ( l , 1,2) . 
4.8. и = ln(5x2 +xy + z),a = 2i-3] + Sk;M0 (1 ,2 ,4) . 
4.9. w = sin— + z 2 y , a = - 2 / + j + 2k;M0 —,1,2 . 
>" V 2 у 
4.10. w = cos — + y2x,a = i+4j + 3k;M0(0,2,2). 
У 
4.11. и = ln(5x 2 -xy + z^,a = 2l-3j + yj3k;M0(\,2,4y 
4.12. и = x l n ( x 2 +yj-z2y,a ~ 4j -Si-Sk;MQ{\,0,\). 
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4.13. w = a r c s i n — + X 2 , 5 = 5i + \2к;Мй ( -1 ,2 ,1 ) . 
4.14. м = cos2 xy + 3z,a = I - 3 j + 4k;M0(0,-1,1). 






tg2-~ ху, а = 3/ - 4 к ; М0(3, 2, О). 
У 
х 
••еу +\nx,a = \2j-5h М0(2,1, О). 
= х arccos ху + z2, а = -1ОГ +10] - 5к; Мй (1,0,1). 
= ctg — + x2,a = 2i+ll] + \Ok;M0(l,n,2). z 
= ух2 lnz + х2 + у2,а = зТ + 6j +2к;Мй(з>2,\). 





<х Л —+Z ,Й = 2Г + 107-11Л;М0(2,3,о) . 
\У 
• cos ху + z2y, а = - j + к; М0 (0, 2 ,3) . 
х + v 4.23. и = +z2,a = 6 j-6i+lk-,M0(2,1,-4). 
х-у 
4.24. u = -^-yx2,a = 4i-4J + 2k;M0(l,-2,1). 
4.25. и = — у 2 х ,а = Ъ + 5 ] - 6 к ; М 0 ( -2 ,1 ,0) . 
x + z 
Задание 5. Проинтегрировать уравнение. 
При заданном начальном условии найти соответствующий 
частный интеграл или частное решение 
5.1. у ' = у 2 + З у - 4 . 5.2.уу' = , 1 - 2 у 
У 
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5.3. ху' + ? = lnx + l , j / ( l ) = 4 . 
5.4. [ху2 + x)dx + [y-x2y)dy = 0. 5.5. У sinx = ylny. 




/ 2 > 
V л У 
d x - l l d y = 0,y(l) = 2. 
х 
ху - х2 2 / - ху 
5.8. ( 1 - х 2 ) У - х ^ = х У ^ ( 0 ) = 1.5.9. ( 2 е у - х ) у = 1. 
5.10. х2У + / =х^У. 
5.11. 
5.12. (cosx-xsinx)ydx + (xcosx-2y)dy = 0 
5.13. y'tgx~y = l,yi^ 
5.14. ( У - 3x2)dy + 2xydx = 0. 
5.15. хУ-^ + хе' = 0,^(1) = 0. 5.16. (1 -х)(У + у) = е~х. 
5.17. 3 x V + ( x V - l ) y = 0. 5.18. xdy-2ydx = xilnxdx. 
5.19. y+2xj/ - хе'1'2. 5.20. У + ху = /е -*1 . 
cos X 
= 1 . 
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/ л 
5.22. (\ny-2x)dx + — -2у 
5.23. у = x ( y - x c o s x ) , . y 
dy = 0 . 
я-4 




5.24. ху' + у + х е = 0.у(1) = 
5.25. ху' + у = ~,у(1) = 2. 
Задание 6. Найти общее решение уравнений 
6.1. у"-3/ + 2у = х + 2. 6.2. у'-3у' + 2у = 2ех. 
6.3. Зу"-2у' = хе*х. 
6.4. у"-2у' + 10у = 10х2 + 18х + 6 . 
6.5. у + 4у' + у = 4. 6.6. у" + 6у'~3у = х2. 
6.7. у" + 6 / + - 12е'3х. 6.8. у" + 4у' = 4хе~4х. 
6.9. у"-2у' = х2-х. 
6.10. / - 5 у - 6 у = ( 3 х - 2 ) е " ' . 6.11. у" + 2у' + 2у = 2 + х. 
6.12. / + 2 / = 2х . 6.13. / + ЗУ = Зхе"3х. 
6.14. у" + 5у' + 6у = 10(1-х)е-2х. 
6.15. У ' - 2 У + >' = х3 . 6.16. у" + у'-6у = хе2х . 
6.17. У ' - У + у = + 6 х . 
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6.18. у>-ЗУ + 2у = (х2+х)е3х. 
6.19. у' + 2у'-8у = (12х + 20)е2х. 
6.20. у" + 4у = х + 6ех. 6.21. у"-4у'= 10еЭх. 
6.22. у" + у' = х2- 6 + е 4 \ 6.23. у"-4у' = 2е2х-4х. 
6.24. / - 6у' + 9у = 16е"х + 9х - 6 . 
6.25. / + 3 / - 1 0 у = 10х2 + 4 х - 5 . 
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